
У С П Е Х И Х И М И И

Т. XLIX 1980 г. Вып. I

УДК 66.015.23

ПРОБЛЕМЫ ТЕОРИИ ПРОЦЕССОВ ПЕРЕНОСА
В СИСТЕМАХ С ИНТЕНСИВНЫМ МАССООБМЕНОМ

В. С. Крылов

Изложены основы макроскопической теория процессов конвективного
тепло- и массопереноса в системах с маосообменом, протекающим в усло-
виях больших градиентов концентрации. Для таких систем характерно су-
ществование сильной зависимости структуры гидродинамических потоков
(в частности, профиля скоростей в пристенном пограничном слое) от поля
концентрации переносимого вещества. Дан обзор работ, в которых эффект
взаимодействия между процессами переноса массы и количества движения
проанализирован количественно в применении к задачам химической и элек-
трохимической технологии.

Библиография — 68 ссылок.

ОГЛАВЛЕНИЕ

I. Введение 118
II. Особенности гидродинамических условий интенсивного массообмена . . 119

III. Анодное растворение металлов в потоке электролита 120
IV. Влияние диффузии на гидродинамику в условиях массопереноса к поверх-

ности вращающегося диска 135
V. Взаимное влияние компонентов газовой смеси при конденсации из турбулент- , ·

ного потока 138 '
VI. Электровыделение металлов из концентрированных растворов солей . . 143

I. ВВЕДЕНИЕ

Для современной химической и электрохимической технологии, а
также для многих других областей науки и техники (таких, например,
как теплофизика, гидрометаллургия, ядерная и электрохимическая энер-
гетика, очистка газов и др.) характерен поиск способов интенсификации
процессов межфазного тепло- и массообмена. Наиболее широкие пер-
спективы в этом отношении открываются в связи с разработкой эффек-
тивных методов диспергирования и перемешивания, использованием
гидродинамически нестабилизированных режимов конвективного транс-
порта и входных участков тепло- и массообмена. Высокие скорости
процессов межфазного обмена реализуются при проведении этих процес-
сов в сильно неравновесных условиях, т. е. при больших температурных
и концентрационных градиентах.

К системам, в которых процессы переноса осуществляются в услови-
ях интенсивного массообмена, неприменимы традиционные методы ма-
тематического описания, основанные на раздельном решении уравнений
гидродинамики и конвективного тепломассопереноса. В рамках тради-
ционного подхода сначала находят распределение гидродинамических
скоростей (например, путем решения системы уравнений Навье — Сток-
са и случае ламинарного режима течения), а затем, подставив это
распределение в уравнение конвективного тепло- или массопереноса и
решив его совместно с конкретными граничными условиями, определяют
скорость межфазного обмена. Однако в применении к системам с боль- \,
шими концентрационными градиентами такая процедура решения непра-
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вомерна из-за возникновения конвективного движения, индуцированного
массообменом '•2. Скорость индуцированного движения перпендикулярна
к межфазной границе и направлена в сторону массопередачи. Физичес-
кой причиной этого движения является механический импульс, который
передается от одной фазы к другой частицами, ответственными за мас-
сообмен. Поскольку передаваемый импульс пропорционален диффузион-
ному потоку частиц, участвующих в массопередаче, то поле скоростей
вблизи межфазной границы оказывается зависящим от поля концентра-
ций. Конкретный вид этой зависимости определяется системой уравнений
совместного переноса количества движения и массы, а также граничны-
ми условиями, связывающими потоки количества движения и массы на
межфазной границе.

II. ОСОБЕННОСТИ ГИДРОДИНАМИЧЕСКИХ УСЛОВИЙ
ИНТЕНСИВНОГО МАССООБМЕНА

Механический импульс, пропорциональный скорости межфазного
массообмена, сказывается в первую очередь на граничных условиях к
уравнениям гидродинамики и массопереноса: эти уравнения не могут, в
отличие от случая систем с малыми скоростями межфазного массообме-
на, быть решены раздельно. С целью установления связи между локаль-
ной скоростью движения сплошной среды (жидкости или газа) на гра-
нице раздела фаз и скоростью межфазного массообмена рассмотрим в
качестве примера изотермический процесс переноса растворенного ве-
щества из фазы 1 в фазу 2. Будем для простоты считать, что каждая из
фаз представляет собой двухкомпонентную жидкую смесь (раствор ве-
щества т в соответствующем растворителе), причем растворители будем
предполагать взаимно несмешивающимися. Диффузионный поток j m

( i >

вещества т в любой точке пространства внутри фазы i определяется сле-
дующим образом3:

Ji2 = Mj£(v<a-vlt>). (1)
"Здесь cm

(i) — молярная концентрация переносимого вещества в фазе t;
Мт — молекулярная масса этого вещества; vm

(1) — средняя статистичес-
кая скорость движения частиц вещества т в произвольной, но фиксиро-
ванной системе координат; v(i> — скорость движения центра масс всей
жидкой смеси в той же системе координат.

Скорость v(i) описывается системой уравнений гидродинамики (в слу-
чае ламинарного режима течения — системой уравнений Навье — Сток-
са). Вместе с тем эта скорость, по определению, связана со скоростями
.движения компонентов смеси соотношением

рЮв(0 = Mmdy^ + MOC^O«\ (2)

где величины с нижним индексом «О» относятся к соответствующему
растворителю, р(1) = М т с „ + Мос

(

о

1) — суммарная плотность раствора в
фазе i (в общем случае эта плотность является функцией пространствен-
ных координат и времени). Представим каждую из скоростей в соотно-
шении (2) в виде суммы скорости движения межфазной поверхности
drjdt (г, — радиус-вектор произвольной точки на границе раздела фаз),
и скорости движения относительно этой поверхности v^l (k = m, 0).
Вследствие несмешиваемости растворителей нормальные составляющие
скоростей v{ro и vfo на межфазной границе должны быть равны нулю.
Поэтому уравнение (2), будучи спроектировано на направление нормали
η к межфазной границе, имеет в каждой точке на этой границе следую-
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щий вид:
р<0(„(0, п) = Мтс$ (ν}», л); / = 1 , 2 . (3)

Аналогичная операция проектирования уравнения (1) на направле-
ние нормали η приводит, с учетом (3), к уравнению

справедливому для любой точки на межфазной поверхности. Индекс
«s» в этом уравнении означает, что соответствующая величина относится
к границе раздела фаз. Если форма границы раздела задана одним из
уравнений

y = f1(x,t), z = f2(r,t), r = f,(f>, t),

то для первого члена в правой части уравнения (4) справедливы выра-
жения

ί Γ ι ι / д fi \ Т % д h /М + (~7~) ~~^~ ( в прямоугольной системе координат);

(dr' ») Γι , (dhYT% dfa ,
I ~77 > n = ι Μ + I—-) — - (в цилиндрической системе координат);4 d · ' j ( \ dr 1 J 5i

1 + 1 — - ) — - ( в сферической системе координат).

Условие (4) может быть легко обобщено на случай, когда через гра-
ницу раздела переносится одновременно несколько веществ. Согласно-
этому условию, нормальная составляющая скорости движения сплошной
среды вблизи межфазной границы определяется скоростью перемеще-
ния самой границы, скоростью межфазного массообмена и поверхност-
ными значениями концентраций веществ, ответственных за массообмен.
Из уравнения (4) следует, что в случае достаточно высоких скоростей
массообмена гидродинамическая задача не может быть решена незави-
симо от задачи о конвективной диффузии.

В литературе описано множество примеров систем, представляющих
практический интерес, в которых интенсивный массообмен приводит к
существенному изменению гидродинамических условий тепло- и массо-
переноса 4~13. Наиболее типичными примерами в этом отношении явля-
ются конденсация смеси паров на охлажденной стенке4, испарение жид-
кости на поверхности капель и пузырей8·9, кристаллизация и растворе-
ние солей 10~13. Одной из теоретических задач, в которых рассчитываемое
поле скоростей оказывается зависящим от поля концентраций частиц,
ответственных за массообмен, является задача об анодном растворении
поверхности металла в потоке раствора электролита при высокой плот-
ности электрического тока. Эта задача имеет непосредственное отноше-
ние к теории широко используемого на практике метода размерной элек-
трохимической обработки металлов и сплавов i4~19. Существующие под-
ходы к анализу процессов интенсивного анодного растворения рассмот-
рены в следующем разделе.

III. АНОДНОЕ РАСТВОРЕНИЕ МЕТАЛЛОВ В ПОТОКЕ ЭЛЕКТРОЛИТА

Математическое описание макрокинетики процессов анодного рас-
творения, используемых в практике размерной обработки металлов,,
обычно основывают на так называемой модели «идеального» электрохи-
мического процесса20"22. Эта модель предполагает, что 1) закон Ома:
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справедлив во всем занимаемом раствором пространстве, вплоть до са-
мой поверхности электродов; 2) распределение электрического потенциа-
ла всюду в растворе описывается уравнением Лапласа (другими слова-
ми, не учитывается существование областей объемного заряда вблизи
электродов) и 3) реакция ионизации атомов растворяющегося металла
протекает с постоянным (как правило, 100% -ным) выходом по току. Это

•означает, что расчеты в рамках модели «идеального» процесса могут
приводить к удовлетворительным результатам только для систем, в кото-
рых эффекты химического и концентрационного перенапряжения не
.играют заметной роли, а основное электрическое сопротивление опреде-
ляется объемными свойствами раствора, которые постоянны во всех точ-
ках межэлектродного зазора.

В математическом отношении задача об «идеальном» процессе анод-
лого растворения принципиально не отличается от задачи о фильтрации
жидкостей через пористые среды в условиях, когда гидродинамическое
сопротивление среды описывается законом Дарси 23. Основная трудность
лри этом состоит в нахождении решения уравнения Лапласа для облас-
ти, границы которой связаны с этим решением посредством известного
дифференциального уравнения. Даже в столь упрощенной формулировке
задача об определении формы межэлектродного зазора остается весьма
сложной, и ее решение в большинстве случаев сопряжено с использова-
нием численных методов. В аналитическом виде задачу удается решить
лишь в отдельных случаях, главным образом для областей с двумерной
геометрией, к которым применимы методы теории функций комплексного
переменного 24~28. Изящный аналитический метод, основанный на уста-
ловлении связи компонентов искомого комплексного потенциала с реше-
нием характеристического гипергеометрического уравнения, разработан
Полубариновой — Кочиной 23 применительно к задачам теории фильтра-
ции. Этот метод без каких бы то ни было модификаций может быть
использован для решения стационарных задач электрохимического фор-
мообразования в рамках модели «идеального» процесса (заданные зна-
чения функции тока на границах области фильтрации, конфигурация
которых подлежит определению, являются прямыми аналогами задан-
ных значений потенциала на электродах электрохимической ячейки).

Поскольку на практике приходится иметь дело с неидеальными про-
цессами, то расчеты, выполненные на основе «идеальной» модели, как
правило не дают удовлетворительных результатов. В работе 18 доказана
неправомерность экстраполяции закона Ома из объема раствора на об-
ласть прианодного диффузионного пограничного слоя. Как следует из
результатов работы 18, истинное прианодное значение градиента элек-
трического потенциала при плотностях тока порядка 10 А/смг и концен-
трациях электролита порядка 1 Μ может отличаться в несколько
(а иногда и в десятки) раз от значения, получаемого без учета эффекта
концентрационного перенапряжения. По этой причине описанные в ли-
тературе 1 7 · 2 9 > 30 методы решения задач электрохимического формообра-
зования вряд ли можно считать адекватными реальным условиям. Ниже
это утверждение будет проиллюстрировано на конкретном примере.

1. Электрохимическое растворение поверхности,
равнодоступной в отношении ионного массообмена

Рассмотрим задачу об анодном растворении металла в растворе соб-
ственной соли (например, о растворении железа в растворе хлорида же-
леза). С целью получения аналитического решения этой задачи сделаем
-следующие упрощающие предположения 31~33.
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1. Растворяющаяся поверхность равнодоступна в диффузионном от-
ношении.

2. Процесс растворения стационарен, т. е. концентрация каждого из
компонентов раствора на любом фиксированном расстоянии от поверх-
ности анода (эту поверхность будем считать плоской) не зависит от вре-
мени.

3. Ионный массоперенос в растворе происходит при очень больших
числах Шмидта, вследствие чего профиль скоростей в пределах диффу-
зионного пограничного слоя можно аппроксимировать однородным рас-
пределением с постоянным значением скорости, равным скорости дви-
жения раствора непосредственно на поверхности анода.

4. Отношение эффективных толщин диффузного и диффузионного
прианодных пограничных слоев является пренебрежимо малой величи-
ной, так что раствор можно считать электронейтральным во всех точках,
вплоть до межфазной границы.

5. Физические и транспортные свойства раствора не зависят от ло-
кальной концентрации катионов растворяющегося металла.

6. Растворение протекает в изотермических условиях.
Условие равнодоступности в отношении массообмена означает, что

локальная концентрация каждого компонента раствора зависит только
от расстояния до поверхности анода:

— rs),n).

Стационарная форма уравнения дифференциального баланса массы
А-го компонента раствора такова:

где величины jk, v и ch являются функциями пространственной коорди-
наты г. Введя вместо г новую независимую переменную х—
= (г, n) — (rs, n), получим:

Предположение об однородности прианодного поля скоростей позво-
ляет заменить выражение, стоящее внутри фигурных скобок, правой
частью уравнения (4):

l f + J _ № , B ) = O ; *= 1.2.8. (5).
άχ

Здесь индексы k=\, 2, 3 соответственно относятся к катионам раство-
ряющегося металла, анионам соли и молекулам растворителя.

Из определения диффузионного потока (1) и среднемассовой, гидро-
динамической скорости (2) следует, что векторная сумма диффузионных
потоков всех компонентов, присутствующих в растворе, равна нулю:

Σ Л = Р.

Это означает, что в рассматриваемой здесь трехкомпонентной системе
независимыми являются только два потока. Поэтому в дальнейшем бу-
дем решать задачу о массопереносе только для двух компонентов
раствора (например, 1 и 2).

При формулировке граничных условий к уравнениям (5) будем пред-
полагать, что на некотором фиксированном расстоянии х = б от поверх-
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ности анода ионные концентрации ct и с2 принимают свои объемные,
постоянные значения с^0' и с2

(0). Величина б при таком подходе эквива-
лентна эффективной толщине диффузионного пограничного слоя.

Если единственной электрохимической реакцией, протекающей на
аноде, является реакция ионизации атомов металла, то на поверхности
анода нормальная составляющая полного массового потока катионов
металла.

-(±l·-, я)}.
должна быть пропорциональна плотности анодного тока i с коэффициен-
том пропорциональности, равным MJZJF (F — число Фарадея):

^ = (УГ> я) + MlC?> {(*(s>, η) - i^L , и)} .

•С учетом соотношения (4) находим:

Нормаль η в последнем соотношении и всюду в дальнейшем предполага-
ется направленной от анода в сторону раствора, плотность тока считает-
ся положительной.

Записав аналогичным образом выражение для полного массового по-
тока электрохимически инертного аниона и положив этот поток равным
нулю на поверхности анода, получим соотношение

(Jf, Я) = - M.MJcf/p^F. (7)

Соотношения (6) и (7) можно рассматривать как граничные условия
* уравнениям (5). Заметим, что согласно условию (7), диффузионный
поток электрохимически инертного аниона на межфазной границе отли-
чен от нуля. Физическая причина этого факта состоит в существовании
отличной от нуля нормальной составляющей скорости движения центра
масс раствора на поверхности анода: эта составляющая вызывает диф-
фузию аниона в сторону от раствора к поверхности.

Однократное интегрирование уравнений (5) с граничными условиями
•(6) — (7) дает следующий результат:

(jk, η) = ~^- (ρ<*>διΑ - Mkck); k - 1, 2, (8)

где δι* — символ Кронекера.
Потоки j f t связаны с градиентами ионных концентраций следующими

выражениями '8:

Jl=

Ι'0)

Здесь i=F[ (zjJM,) + {z2iJMt) ] — вектор плотности электрического то-
ка, связанный со скалярной плотностью тока i соотношением (ί, η) = ί ,
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p 3 — локальная плотность раствора, с = с 1 + с2 + Сз—
суммарная концентрация жидкой фазы, Dik — коэффициенты взаимной
диффузии в соответствующих бинарных смесях, Оэф — эффективный
коэффициент ионного массопереноса, определяемый выражением

Еи = Pfa-»i)Q»P« , (И)
(zlCl + z2c2) (M1Dt3 - M2D23) +p (z2D23 - ζ ^ )

Функция ζ{θί, c2) выражается через средний коэффициент активности,
электролита γ12 посредством соотношения

Используя четвертое из перечисленных выше упрощающих предполо-
жений, которое постулирует выполнение условия локальной электроней-
тральности, будем в дальнейшем рассматривать задачу о массопереносе
только катионов «7» (концентрация анионов с2 в этом случае определя-
ется непосредственно из условия электронейтральности). Подставив
выражение (9) в уравнение (8), после простых преобразований по-
лучим:

Λ , d In Vi2 \ dc! t χ

d In (Ci/c*·») J d χ F (z x - z2) M 3 D 2 3 c

•<a — Ρ Μ —

Если известна функциональная форма зависимости yi2=yi2(cl! сг), то
уравнение (13), совместно с условием локальной электронейтральности
и граничным условием (6), полностью определяет решение поставленной
задачи. Поскольку, однако, существующие в литературе34 эмпирические
корреляции для зависимостей γ 1 2(ί 1, с2) имеют весьма сложный вид, то
строгое интегрирование уравнения (13) невозможно без применения
численных методов.

С целью анализа наиболее характерных особенностей ионного мас-
сообмена в условиях интенсивного анодного растворения произведем ряд.
дальнейших упрощений. Именно, рассмотрим частный случай состава
раствора, при котором, с одной стороны, локальные концентрации ионов
малы по сравнению с концентрацией растворителя {стс3), а с другой —
из-за большой молекулярной массы растворяющегося металла локаль-
ная плотность катионов MiC{ сравнима с локальной плотностью раство-
ра р. Положив в уравнении (13) c = c 3 = const, получим:

_)_ d In y12

d In (cjc^) j άχ ί

(14)
- г 2 ) О 2 3 L г ^ э ф V ρ

При неучете влияния массового потока катионов на гидродинамику
(это влияние описывается граничными условиями (6) и (7)) уравнение
переноса имело бы вид

Л , d In γ 1 2 \ d c t _ z2t

I d In (cJc^h I d χ Fz, (Zi •

Сравнение уравнений (14) и (15) показывает, что эффект взаимного
влияния процессов переноса количества движения и массы начинает
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сказываться именно в условиях интенсивного анодного растворения, ког-
да парциальная плотность катионов Ai,c,(s) в прианодном слое становит-
ся сравнимой с прианодным значением плотности раствора p ( s ) .

Количественную оценку вклада указанного эффекта можно без по-
тери общности осуществить, рассмотрев ограниченный интервал кон-
центраций вблизи минимума зависимости In γ12 от ct (для большинства
водных растворов электролитов этот минимум расположен при концен-
трациях ~ 1 моль/л 3\ т. е. в области, где отношение М,с{

и)/рм может
составлять несколько десятков процентов). В этом случае, положив в
уравнении (14) (ϋηγ12/(11η (с 1 /с 1

( 0 ) )=0, после интегрирования получим

? [^^]Х. (16)
где

Z P ' s ) D ( 1 7 ) .

Из выражений (16) и (17) можно получить уравнение для определения
прианодного значения концентрации катионов d ( > ):

Д 3 - M2D23) c<s> + z2M3D23c] χ

xexpf zjMJ^-z^) \ g

В отсутствие влияния диффузионного потока на конвективный ион-
ный массоперенос с поверхности анода уравнение для с^, как следует
из уравнения (15), имело бы вид

с<*> = Μ ht£ . (19)

Анализ уравнения (18) показывает, что определяемое им значение d(s)

при любой фиксированной плотности тока i меньше соответствующего
значения, определяемого уравнением (19). Описываемая уравнением
(18) зависимость Cils)(i) имеет монотонный характер и при формально
неограниченном возрастании тока дает, в отличие от уравнения (19), не
бесконечно большое значение CiU), а конечное асимптотическое значение,
определяемое формулой

c(s) =

 ζ*υ*& . (20)
ι шах Λΐί / _ π _ г\ \ \ '

На рис. 1 изображена зависимость Ciis}(i) для случая растворения
двухвалентного железа в водном растворе 1Л' FeCl2 при б = 10-3 см, и
для сравнения приведен линейный график, соответствующий условиям
отсутствия массового потока на поверхности анода. Из рис. 1 следует,
что при заданной плотности анодного тока истинное значение концентра-
ции катионов в прианодном слое всегда меньше, чем значение, рассчи-
танное без учета взаимного влияния процессов переноса массы и коли-
чества движения. Важным выводом из этого результата является
предсказание возможности достижения более высоких плотностей тока
(по сравнению с теми, которые получаются в рамках традиционной тео-
рии конвективной диффузии, справедливой для систем с малыми скорос-
тями межфазного массообмена) при заданном «критическом» значении
прианодной концентрации катионов металла. Существование этого «кри-
тического» значения в реальных условиях может быть связано либо с
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пересыщением раствора, либо с другими ограничениями, например, с
протеканием реакций комплексообразования или объемных химических
реакций, образованием пассивирующих пленок и т. п.

Проведенный выше анализ указывает, таким образом, на необходи-
мость учета взаимодействия процессов переноса массы и количества дви-
жения при математическом описании интенсивного электрохимического
массообмена. Оценки показывают, что это взаимодействие существенно
влияет на точность расчетов при плотностях тока порядка 10 А/см2 и бо-
лее в растворах молярной (или более) концентрации.

2. Макрокинетика интенсивного электрохимического
массообмена в растворах, содержащих три сорта ионов

Во многих случаях, представляющих практический интерес, процесс
анодного растворения протекает в растворах, содержащих три сорта
ионов: катионы растворяющегося металла и ионы индифферентного
электролита. Последний используется для достижения достаточно высо-

Рис. 1. Зависимость при-
анодного значения кон-
центрации катионов же-
леза (кривая 1) от без-
размерной плотности то-
ка / = i6/Z1FDi3c2(°» в
условиях анодного рас-
творения железа в одно-
нормальном водном рас-
творе FeCU при 6 =
= 10~3 см; прямая ли-
ния соответствует усло-
виям отсутствия массо-
вого потока при х = 0 и
поступательного движе-
ния анода; Cis = ci(s)/

2 Ч В 10 I

кой электропроводности раствора. Поскольку при интенсивном массооб-
мене, сопровождающем процесс растворения, концентрация катионов
растворяющегося металла вблизи поверхности анода может быть срав-
нима с локальной концентрацией ионов индифферентного электролита,
то в уравнениях ионного массопереноса, даже в пределах электроней-
трального диффузионного слоя, необходимо учитывать механизм элек-
тромиграции.

В применении к процессам стационарного растворения поверхностей,
равнодоступных в отношении массообмена, когда локальные концентра-
ции ch и массовые диффузионно-миграционные потоки j h всех ионных
компонентов раствора зависят только от расстояния χ до поверхности
анода, правомерно использование в качестве вполне удовлетворительно-
го приближения диффузионной модели Нернста35. Эта модель постули-
рует существование прианодного слоя заданной толщины δ, в котором
происходит основное изменение концентрации компонентов раствора, ли-
митирующих скорость массообмена.

Результаты, получающиеся в рамках модели Нернста, хорошо согла-
суются с результатами теоретического анализа, основанного на коррект-
ном, безмодельном учете гидродинамических условий массопереноса,



Теория процессов переноса в системах с интенсивным массообменом 127

если считать, что эффективная толщина диффузионного слоя δ зависит
по определенному закону от коэффициента молекулярной диффузии
переносимого компонента. Как показано в монографии 36, эта зависи-
мость носит степенной характер с показателем степени, изменяющимся
от 0,33 до 0,25 с переходом от ламинарного режима перемешивания к
турбулентному. Как показывают оценки, основанные на формулах моно-
графии36, в случае турбулентного режима перемешивания значения тол-
щины б, соответствующие различным ионным компонентам раствора,
отличаются друг от друга не более чем на 20%, если коэффициенты мо-
лекулярной диффузии этих компонентов различаются не более чем в
три раза. По этой причине в работах 37~40 при рассмотрении массопере-
носа в растворах с тремя сортами ионов предполагалось, что толщина δ
одинакова для всех трех сортов.

В случае стационарного режима растворения поверхности, равнодос-
тупной в отношении массообмена, система уравнений ионного массопе-
реноса может быть представлена в следующем виде 18:

. Αίχί [. MkCk

Здесь индекс «1» у всех величин относится к катионам растворяющегося
металла, индексы «2» и «3» — соответственно к анионам и катионам ин-
дифферентного электролита. Потоки /„, как и прежде, считаются поло-
жительными, если они направлены в сторону от анода к раствору.

Потоки /ft связаны с градиентами ионных концентраций ch и электри-
ческого потенциала φ посредством системы уравнений Онзагера " . Од-
нако в случае растворов с тремя сортами ионов эта система содержит
коэффициенты взаимной диффузии D12, Dl3 и D23, не поддающиеся ни тео-
ретическому расчету, ни экспериментальному определению. Поэтому
представляется целесообразным рассмотреть в качестве первого прибли-
жения случай достаточно разбавленного раствора, когда можно прене-
бречь взаимным влиянием ионных потоков и аппроксимировать эти по-
токи выражением

£J*£fLil. *= 1,2,3, (22)

где Dh — коэффициент диффузии ионов сорта k в чистом растворителе,
zh — валентность ионов. Подстановка выражения (22) в соотношение
(21) приводит к системе уравнений

Л̂  \ + 3 * _ = 0 _ ( 2 3 )

Эту систему необходимо дополнить уравнением электрического по-
тенциала φ и граничными условиями, определяющими значения ионных
концентраций и потенциала в глубине раствора (точнее, за пределами
диффузионного слоя). В случае достаточно больших концентраций ин-
дифферентного электролита, когда отношение эффективных толщин
диффузного и диффузионного прианодных пограничных слоев мало,
уравнение Пуассона, описывающее распределение электрического поля,
можно заменить условием локальной электронейтральности раствора:

^ 0 . (24>
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Будем предполагать, что за пределами диффузионного слоя кон-
центрации ионов индифферентного электролита распределены однород-
но, а концентрация ионов растворяющегося металла равна нулю. По-
скольку вне диффузионного слоя электрическое поле чисто омическое, то
потенциал можно отсчитывать от плоскости χ=δ (значение потенциала
в прикатодной области можно определить, зная величину омического
электрического поля и толщину межэлектродного зазора). Таким обра-
зом, граничные условия для системы уравнений (23) — (24) могут быть
сформулированы следующим образом:

с, = 0, с2 = с'·», с3 = - - ^ < 0 > , φ = 0 при х = δ.
Ζ 3

Решение задачи удобно искать, используя следующие безразмерные
переменные:

у = χ/δ, Ck = cJd»\ ψ = Fq/RT, I = ΐδ/zJD^, ξ* = M^c^/D^K

Ъ этих переменных система уравнений (23) — (24) имеет вид
d_^L + (zk JL - Ul) Ck + blkl = 0, (25)

Ay \ Ay I

У, zhCk = 0, (26)

•с граничными условиями
Cx = 0, C2 = 1, C3 = -z2/z3, ψ = 0 при у = 1. (27)

Система (25) — (26) допускает аналитическое решение в случае, когда
коэффициенты диффузии всех сортов ионов, присутствующих в растворе,
одинаковы (Dl=D2=D3=D). В этом случае для распределений ион-
ных концентраций и электрического потенциала получаются выра-
жения

2^L , (29)
ζ)Ι ) ( 2 3 )

С3 = ~ l (Zl ~; г з ) ( ' г ~ г з ) ехр [ - 2ξ/ (1 - у)], (30)

^ __ гг — г3 f „ , t ч . 1 1 η «ι ехр [- 2ξ/ (1 - у)] + а2 ехр [- ξ/ (1 — у)] + Д3)
2 ζ 2 ζ 3 Г V 2 αχ + α2 + α3 J '

(31)
Здесь введены следующие обозначения:

а = 2 | гз | £( г 2- г з) [ t | z 3 ( z t -
1 I (za — z3) z3 [ j

a2 = - 2 [£г2 + г, (1 - ξ)];
(Z z ;

Ι(ζ2-ζ3)
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ТАБЛИЦА 1

Зависимость величин С1 (0) и Сг (0) от плотности анодного тока
и концентрации индифферентного электролита

0
1
5

С

0
0,
3

833
21

0
0
3

=1 М

,802
,06

С,(0)

сГ

0
0
1

=5Λί

,716
,56

10
15
20

*

5,
8,

10

(0)

83
38
9

с<°1

4
5
6

С,(0)

= 1 Μ

,29
,46
,30

4 0 )

1
1
1

=5Λί

,74
,77
,79

При одинаковой зарядности всех ионов ( 2 , = ζ 3 = — ζ 2 — ζ ) формулы
(28) — (31) переходят в соответствующие формулы, полученные в ра-
боте 38.

Как уже отмечалось выше, основное отличие уравнений, описываю-
щих явления переноса в растворах электролитов в условиях интенсив-
ного межфазного массообмена, от традиционного уравнения ионного
массопереноса, предполагающего независимость гидродинамики от мас-

Рис. 2. Прианодная кон-
центрация катионов ни-
келя в условиях раство-
рения никеля в 5 V (кри-
вая 1) и 1 N (кривая 2)
водных растворах
CuSO4; кривая 3 рас-
считана без учета влия-
ния межфазного массо-
обмена на гидродинами-
ку; C,s = c1<»)/c2<°>; / =

10 12 14 I

сообмена, состоит в учете дополнительного конвективного переноса, свя-
занного с существованием нормальной составляющей гидродинамической
скорости на межфазной поверхности. Дополнительный конвективный по-
ток возникает из-за влияния массообмена на гидродинамику, и этот по-
ток тем интенсивнее, чем больше значение параметра ξ. Для количест-
венной иллюстрации эффекта, вызываемого влиянием ионного массооб-
мена на гидродинамику, сравним прианодные значения концентраций
ионов растворяющегося металла С\(0) и ^ ' ( 0 ) , определяемые формулой
(28) при некотором конечном значении ξ и при ξ = 0 (τ. е. в условиях
«прилипания» раствора к аноду) соответственно. В табл. 1 приведены
значения указанных концентраций как функции плотности тока для слу-
чаев растворения двухвалентного железа в одно- и пятимолярном водных
растворах 2—2-валентного индифферентного электролита.

Как видно из табл. 1, наличие массового потока раствора на поверх-
ности анода вызывает уменьшение прианодного градиента концентрации
ионов растворяющегося металла. Из формул (28) — (31) следует пред-
сказанный в работе38 эффект возрастания напряженности электрического

5 Успехи химии, № 1
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ТАБЛИЦА 2

Влияние массового потока раствора на поверхности никеля, растворяющегося в 2 N
водном растворе CuSO4, на прианодное значение напряженности электрического поля

1

τ

0

1,00

1

1,12

5

1,41

10

1,80

15

2,21

20

2,68

40

4,70

поля вблизи анода по сравнению с условиями, когда растворение не
сопровождается передачей механического импульса раствору. Действи-
тельно, степень повышения напряженности может быть охарактеризова-
на параметром τ, равным

где ψ* (у) —распределение потенциала, рассчитанное без учета влияния
массообмена на гидродинамику. В частном случае одинаковых заряднос-
тей всех ионов ( ζ 1 = ζ 3 = — ζ 2 = ζ ) это распределение имеет вид3 8:

Параметр т, как легко убедиться, всегда больше единицы и при не-
ограниченном увеличении плотности тока возрастает по закону τ = | / .
В табл. 2 приведены численные значения параметра τ, рассчитанные для
случая растворения никеля в двухнормальном водном растворе 2—2-ва-
лентного индифферентного электролита.

Из формулы (28) вытекает описанный в предыдущем разделе эффект
«насыщения» прианодного слоя катионами растворяющегося металла.
На рис. 2 приведены графики изменения величины С„ с изменением плот-
ности тока для системы Ni2+/CuSO4. Эти графики рассчитаны в предпо-
ложении о постоянстве плотности раствора (pr=p<s) = l г/см3) при δ =
= 10~3 см. Согласно полученным результатам32·38, максимальное дости-
жимое значение прианодной концентрации катионов никеля не зависит
от концентрации индифферентного электролита и составляет ~ 9 М. Рас-
четы показывают, что при б=10~ 3 см предельное значение концентрации
катионов может быть достигнуто лишь при плотностях тока более
100 А/смг. При плотностях же тока менее 10 А/см2 концентрация катио-
нов никеля вблизи анода не превышает, согласно проведенным оценкам,
0,8 Μ при с2

<0>= 1 М, и 3,6 Μ при с2

(0> = 5 М.
Физическая причина эффекта «насыщения» прианодного слоя состо-

ит в том, что при больших плотностях анодного тока скорость отвода
катионов от анода конвективным механизмом переноса, связанным с
влиянием массообмена на гидродинамику, становится равной скорости
накопления катионов вблизи анода в результате растворения.

3. Растворение стенки плоскопараллельного канала

Задача об интенсивном массообмене между стенкой круглого или
плоскопараллельного канала и потоком жидкости, движущимся по это-
му каналу, представляет интерес с точки зрения количественного описа-
ния элементарного акта процессов растворения и осаждения, находящих
широкое применение в химической и электрохимической технологии.
Аналогичного типа задачи рассматривались в теплофизической литера-
туре 42~45 в связи с анализом систем, в которых с целью интенсификации
теплопередачи осуществляется вдувание или отсос газа через пористую·
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стенку. Такого же рода анализ применим к осмотическим разделитель-
ным мембранам 46: во всех упомянутых случаях на межфазной границе
существует нормальная составляющая гидродинамической скорости, свя-
занная либо с перепадом давления по разные стороны от проницаемой
стенки, либо с диффузионным потоком вещества, ответственного за мас-
сообмен. Отличие задачи об интенсивном электрохимическом растворе-
нии в потоке электролита от задач со вдуванием инертной среды в ос-
новной поток состоит в том, что механический импульс, передаваемый
жидкой фазе при растворении, не является, как в случае вдувания, вели-
чиной, не зависящей от условий массообмена, а определяется решением
конвективно-диффузионной задачи.

Типичным примером систем с интенсивным электрохимическим рас-
творением металла в потоке электролита является плоскопараллельный
канал, по которому движется поток концентрированного раствора
электролита и одна из стенок которого (анод) растворяется под действи-
ем электрического тока высокой плотности. Растворяющаяся поверх-
ность в этом случае неравнодоступна в отношении массообмена, и к ней
заведомо неприменима диффузионная модель Нернста. Корректный учет
вклада конвективного массопереноса в результирующую скорость меж-
фазного массообмена в такой системе возможен только на основе сов-
местного решения системы уравнений гидродинамики и конвективной
диффузии ".

Рассмотрим плоскопараллельный канал — а ^ х ^ . а , по которому в
положительном направлении оси ζ движется ламинарный поток раствора
индифферентного электролита (ионы такого электролита не принимают
участия в гетерогенных процессах на стенках каналов). Пусть на входе
в канал (при ζ = 0 ) заданы следующие величины; средняя скорость тече-
ния электролита и„, давление р = ро(х), продольный градиент давления
(dp/dz)0=y0, средняя объемная концентрация индифферентного электро-
лита с0. Пусть далее стенка х=.а представляет собой металлический
анод, который растворяется под действием электрического тока плот-
ности i(z). В реальных условиях фиксированной обычно бывает средняя
плотность тока, ι, протекающего через межэлектродный зазор:

ι

о

где / — длина канала.
Концентрацию катионов MZl+ растворяющегося металла (zt — заряд-

ность катионов) будем предполагать равной нулю на входе в канал, а на
поверхности катода (при х=—а) будем постулировать условие прилипа-
ния жидкости (υχ=υζ=.Ο) и условие отсутствия массового потока ка-
тионов Мг'+·Кроме того, будем предполагать, что в процессе растворения
анод поддерживается в фиксированном положении (при х=а) при по-
мощи специального регулирующего приспособления. В соответствии с
условием (4), х-компонента скорости жидкости νχ при х=а, в случае
неподвижного анода, связана с плотностью тока i соотношением

* — Ί$Τ· (32)

где Λίι—атомная масса растворяющегося металла, p ( s )—локальная
плотность раствора при х=а.

Стационарный режим переноса количества движения и массы катио-
нов металла внутри канала описывается системой уравнений Навье —
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Стокса, непрерывности и конвективной диффузии. Эту систему удобно-
записать, введя следующие безразмерные переменные:

а ' а2и0 Dx u0
Di£_ г _ А

(,2
P = ^L·, C = - , Re = ^ ! , β = ^ - .

μ« 2 с0 μ α«ο

Здесь с — локальная концентрация ионов растворяющегося металла,
μ — динамическая вязкость раствора. В безразмерных переменных си-
стема уравнений переноса имеет вид

V \ дХ dZ ) дХ Н Ь х 2 Н θΖ2 J
г ак, аул л Р а2к,

н I дХ dZ ) dZ дХ2 θΖ 2

аух ау г

—? н — L = ο,
дХ dZ

x дх "dz дх* н аг2 '

Эта система не учитывает влияния гравитационного поля.
Математический анализ задачи существенно упрощается при рас-

смотрении области канала, отстоящей достаточно далеко от входного
сечения г = 0 : как можно показать, для области z^azu0/Dly где Di —
коэффициент диффузии ионов растворяющегося металла, в исходной
системе уравнений переноса могут быть опущены члены, содержащие
вторые производные по координате Z. Кроме того, согласно условию
(32), ^-составляющая скорости может быть представлена в виде

где B=aiMJziFp(')Dl.
Граничные условия к этой системе:

У
х
 = — {ill) = — W (Ζ) при Χ = 1; (33)

V
z
 = 0 при Χ = ± 1; V

x
 = 0 при X = — 1; (34)

^ EL ^ = 0; (35), r
0

dZ μ

С = 0 при Ζ = 0; (36)

= - 1 ; (37)

<
3 8
>

Поскольку, согласно определению 18, плотность тока i связана с диффу-

M
lC
.

зионным потоком катионов MZl+ соотношением

то условия (33) и (38) являются по существу идентичными и устанавли-
вают связь между профилями скоростей и концентраций.

Параметр β обратно пропорционален числу Пекле и для многих си-
стем, представляющих практический интерес, пренебрежимо мал по срав-
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нению с единицей. Например, при течении чистой воды со средней скоро-
стью 1 м/сек по каналу шириной 1 мм этот параметр имеет порядок 10~6.
По этой причине правомерно опустить в исходной системе уравнений пе-
реноса члены, содержащие параметр β, и записать эту систему в следую-
щем упрощенном виде:

0 4 0
дХ ' dZ дХ* ' дХ dZ

Vx*£.+Vz^ = d^-. (39)
дХ dZ дХ2 к

С целью дальнейшего упрощения задачи и получения решения в ана-
литической форме мы будем считать малым также и параметр ε.

Численное значение этого параметра существенно зависит от сред-
ней плотности анодного тока ϊ. Так, в случае растворения двухвалент-
ного железа при ширине межэлектродного зазора 1 мм для параметра ε
справедливо соотношение ε»0,3ι, где плотность тока выражена в еди-
ницах А/см2; это означает, что при ί < 1 А/см2 параметр ε действитель-
но можно считать малым. Представив искомые функции в виде разло-
жений

Vz = Vf + вИ,1» + . . .
Ρ = /><«> + ε ρ<4 + . . .

С = С ( о ) + гС(1) + ...

и использовав граничные условия (33) — (38), получим в нулевом при-
ближении следующее решение гидродинамической задачи:

р(0) = р(0) 4 Γ ( 0 ) Ζ ) у(0) = 0 ) у(0) = _ J_ р(0) ( j _ χ 2 ) > ( 4 0 )

где величины Ро

т и Г0

(0) представляют собой первые не равные нулю
члены разложений

Приравняв в уравнениях (39) и в граничных условиях (33)—(35)
члены, линейные по параметру ε, получим

ζ ι

Р(1) = р[» + i f >z - j Г dg Г W (Г) С
о о '

V^^-^-W(Z)(l+-X--X3), (41)
2 \ Ζ Ζ j

= (ι _ χη Γ ΐ Γ w (ξ) άξ - 1 Γ ί 4 1 .
ο

Из анализа выражений (41) следует, что по крайней мере при достаточ-
но больших Z, существование нормальной составляющей гидродинами-
ческой скорости на поверхности анода приводит к ускорению потока в
направлении Z.

В рамках принятых предположений поле концентраций описывается
уравнениями

a c « * c « ( 4 2 )

dZ дХ*
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И» ̂ ± _ = _ V
г д! дХ* " дХ Ζ ΘΖ

с граничными условиями

С(о) = 0 ) c(i) = 0 п р и Z = 0; (44)

= - 1 ; (45)
ax ax

= Jo (Z), -^- -= - C<0) (Z) при X = 1, (46)

где /0(Z) = ^ ( )
Функцию J0(Z) в общем случае нельзя считать малой, поскольку

при любом фиксированном Ζ она пропорциональна произведению двух
параметров, ε и р^'/М^о. Последний же, даже для весьма концентриро-
ванных растворов (1 моль/л и более), может существенно превышать
единицу.

Краевые задачи, определяемые уравнениями (42) — (46), решаются
стандартными методами математической физики. Однако решение по-
лучается очень громоздким, и вряд ли уместно здесь его приводить. Тем
не менее представляется целесообразным проанализировать асимптоти-
ческое поведение профиля концентраций при больших значениях про-
дольной координаты Ζ в условиях однородного распределения плотно-
сти тока на аноде (/0 = const). Используя метод, предложенный в моно-
графии43, будем искать решение уравнения (42) в виде

С<0) = Α(0)Ζ + β ( 0 ) (Χ), (47)

где Ат и В{0) (X) —неизвестные константа и функция. Легко видеть, что
с помощью выражения (47) невозможно удовлетворить первое гранич-
ное условие (44). По этой причине будем вместо (44) использовать дру-
гое граничное условие, а именно:

ι

J0Z= J
- 1

(48)

Это условие означает, что в нулевом приближении по параметру ε ко-
личество катионов металла, поступающее в единицу времени· внутрь
канала в результате растворения его стенки, равно количеству катио-
нов, переносимому потоком за то же время через заданное поперечное
сечение.

Подставим выражение (47) в уравнение (42), проинтегрируем по-
следнее дважды по X и используем граничные условия (45), (46) и (48).
В результате получим:

2 °j rj,°) 4 ^ 6 ) 280/

Поскольку Го(О)<О, то концентрация Cw линейно возрастает с расстоя-
нием от входа в канал.

Аналогичным образом может быть найдена поправка к концентра-
ции, связанная с наличием нормальной составляющей гидродинамиче-
ской скорости на поверхности анода. При больших значениях аргумен-
та Ζ эту поправку можно искать в виде
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При этом вместо второго граничного условия (44) следует использовать
условие

+ cU )v10 )) d x , (51)

имеющее тот же физический смысл, что и условие (48), но записанное
в более высоком, линейном приближении по параметру ε.

Простые, но громоздкие выкладки приводят к выражению

64

/ρ(θ)\2

I 8~"
443

70

Jo
r(o)
1 0

2

z{—x 2

ΊΓ
, 568 y

f 35 Л +

I1 &) +

140
519919^

333400ί "

39

280

(52)

Из этого выражения следует, что па достаточном удалении от входа в
канал дополнительный конвективный перенос, индуцированный меж-
фазным массообменом, приводит к уменьшению прианодной концентра-

-ции ионов растворяющегося металла. Этот факт проиллюстрирован

Рис. 3. Теоретические профили прианод-
ной концентрации катионов растворяю-
щегося металла вдали от входа в меж-
электродный зазор при заданной плотно-
сти анодного тока: 1 — в предположе-
нии о прилипании жидкости к поверхно-
сти анода; 2 — с учетом нормальной со-
ставляющей гидродинамической скоро-

сти, индуцированной массообменом

Ζ 3 Ч 5 6 1

рис. 3, где штриховая линия соответствует решению задачи об ионном
массопереносе с учетом вышеупомянутого конвективного потока.

Проведенный анализ подтверждает полученные в двух предыдущих
разделах результаты для случая растворения поверхностей, равнодо-
ступных в отношении массобмена. Из них следует важный практиче-
ский вывод о возможности достижения более высоких плотностей тока
в условиях, когда концентрация катионов растворяющегося металла не
может по тем или иным причинам превышать определенного значения.

IV. ВЛИЯНИЕ ДИФФУЗИИ НА ГИДРОДИНАМИКУ В УСЛОВИЯХ
МАССОПЕРЕНОСА К ПОВЕРХНОСТИ ВРАЩАЮЩЕГОСЯ ДИСКА

Диск, вращающийся в ламинарной жидкости, представляет собой
типичный пример поверхности, равнодоступной в отношении массооб-
мена. К таким поверхностям часто применяют диффузионную модель
Нернста 35, которая позволяет получить простые и наглядные выраже-
ния для описания кинетики массопередачи. Однако во многих случаях
эта модель оказывается не в состоянии отразить количественной сто-
роны взаимодействия между процессами переноса массы и количества
движения. Это происходит потому, что конвективный массоперенос, по
существу отсутствующий в уравнениях, постулируемых этой моделью,
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не только приводит к изменению зависимости толщины диффузионного
слоя от транспортных свойств раствора, но и изменяет сам тип уравне-
ний массопереноса. По этой причине были предприняты попытки раз-
работать метод, который, с одной стороны, позволял бы корректно учи-
тывать вклад конвективного массопереноса в результирующую скорость
межфазного массобмена и, с другой стороны, мог бы быть использован
для оценки точности результатов, даваемых моделью Нернста.

Урав«ения гидродинамики для вращающегося диска с учетом мас-
сового потока, индуцированного массобменом, и переменных транспорт-
ных свойств сформулированы и решены для некоторых конкретных слу-
чаев в работах 1 0~ 1 3 · 1 8 ' 4 3 · 4 4 · 4 9. Наиболее общий метод решения, основан-
ный на процедуре «сращивания» асимптотических разложений для поля
скоростей, развит в работах1 3·1 6. Ниже рассмотрено применение этого
метода к случаю массообмена, лимитируемого сопротивлением конвек-
тивной диффузии в жидкой фазе при больших числах Шмидта.

Запишем уравнения Навье — Стокса в цилиндрической системе коор-
динат с полярной осью х, проходящей через центр диска. Свойство рав-
нодоступности поверхности диска в диффузионном отношении позволяет
считать плотность ρ и кинематическую вязкость ν раствора, зависящие
от концентрации вещества, ответственного за массообмен, функциями
только координаты х. Введем вместо χ новую независимую переменную
ζ, определяемую соотношением

о

где ω — угловая скорость вращения диска. Представим распределения
скоростей υτ, и, и о,, в виде

vr = raF{l), vv = r<x>G{l), в, = У ш Д ( О .

Подставив эти выражения в систему уравнений Навье — Стокса, по-
сле простых преобразований получим49:

2FG + HG' — G" = G' (Ίη
Р«Ч/

(53)

[ V pjv
где р0 и v0—значения плотности и вязкости вдали от диска (при я-»-оо);
штрихами обозначены соответствующие производные по ζ. Поскольку
уравнения переноса не содержат более высоких, чем первая, производ-
ных от функции Η (ζ), то для определения этой функции достаточно
только одного граничного условия. С учетом массового потока раствора
при х = 0 , обусловленного· движением центра масс жидкой фазы вслед-
ствие массообмена (см. уравнение (4)), граничные условия для функций
F, G и Η принимают вид

F(0) = 0, G(0)=l, Я(0) = - а 3 м № J (54)
\ dZ Is p ( s ) — Mcls)

F(oo)=0, G(oo) = 0. (55)

Здесь a=(D/vo)'h, Μ и D — молекулярная масса и коэффициент диффу-
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зии переносимого вещества, с — его локальная концентрация, индекс
«s» относится к условиям на поверхности' диска.

Граничные условия (54) показывают, что для решения гидродинами-
ческой задачи необходимо знать распределение концентрации вблизи по-
верхности диска. В то же время уравнение конвективной диффузии,
имеющее в случае стационарного режима массопереноса вид

(u, Vc)=DdivVc, (56)

содержит гидродинамическую скорость ν, τ. е. не может быть решено
независимо от уравнений (53). Для нахождения совместного решения
задачи о переносе массы и количества движения вблизи вращающегося
диска необходимо поставить граничные условия для поля концентраций.
Будем считать заданными значения концентрации на поверхности диска
(c ( s )) и в глубине раствора (с0). В случае больших чисел Шмидта (Sc =
=ν ο /β^>1) уравнение (56) можно упростить, использовав условие ма-
лости параметра σ. Если этот параметр мал по сравнению с единицей,
то, как можно показать49, концентрация с зависит только от одной ко-
ординаты ξ. При этом уравнение (56) принимает вид

d ζ d ζ 2

откуда, с учетом вышеупомянутых граничных условий, находим:

с (ζ) = cis) - (cis) - с0) j ехр {σ~3 j Я (ζ") d ζ"} d ζ'β exp L ~ s J Я (ζ") ά ζ"\ d ζ'.
0 I 0 J 0 ί 0 J

(57)

Определив из выражения (57) производную (dc/άζ),, для третьего
граничного условия (54) имеем:

H S H 4 ' (58)

Аналитическое решение системы уравнений (53) может быть получе-
но методом «сращиваемых» асимптотических разложений, являющимся
обобщением метода пограничного слоя и детально изложенным в моно-
графии50. Согласно этому методу, функции F, G и Я ищутся в виде сле-
дующих разложений:

F = F 0 ( i ) + aF1(y)+ ... ,

где ί/=ζ/σ, а функции Fo, Go и Яо представляют собой решение гидро-
динамической задачи в отсутствие массообмена, т. е. при Я ( 0 ) = 0 . При
ζ<^1 эти функции определяются выражениями51:

/=Ό = αζ, G o = I — bl, Яо = — αζ2, α = 0,51, b= 0,62.

Путем подстановки введенных выше разложений в уравнения (53)
и приравнивания членов при одинаковых степенях σ нетрудно получить
уравнения для функций Fit G, и Я,. Эти функции должны удовлетворять
следующим граничным условиям при г/=0:

F 1 ( 0 ) = 0 , G1(0) = 0, Я ! ( 0 ) = -
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где Г(4/3)—гамма-функция. При у-*-оо должны выполняться условия
«сращивания»:

Mm [
у-ко

lim [G0(
у-*оо

Несложные математические выкладки дают следующий результат16:
с точностью до членов порядка σ2 функция Η (у) равна

( 5 9 >

о о

Подстановка формулы (59) в выражение (57) дает решение задачи
о конвективной массопередаче. Поскольку величина #,(0) пропорцио-
нальна разности Ac=c ( s ) —с 0 , т. е. движущей силе массопередачи, то,
как следует из формул (57) и (59), в условиях интенсивного массооб-
мена скорость массопередачи не является линейной функцией движущей
силы. При не слишком больших значениях разности Ас диффузионный
поток / ( s ) = —D(dc/dx)s можно представить, используя формулы (57) и
(59), в виде ряда по степеням Ас. В частном случае постоянных физи-
ческих свойств (p = p0 = const, v = v 0 = c o n s t ) этот ряд имеет вид13:

т(±
Результирующая скорость массопередачи w определяется суммой

вкладов диффузионного и конвективного механизмов массопереноса:

Используя приведенные выше выражения для / ( ! ) и vx

u\ получаем с точ-
ностью до членов, квадратичных по разности Ас:

w =-- O,62MDv'Vol/' Υω Ас р ° ~ ° ' 5 Ш Д с . (60)

В частном случае со = О формула (60) принимает вид

w = 0,62MDv4V· / ω Ac (l + 0,43—) .
V Po /

Как следует из формулы (60), наличие дополнительного конвектив-
ного движения, индуцированного массообменом, приводит при задан-
ном значении движущей силы массопередачи Ас к увеличению скорости
межфазного массообмена. Мера этого увеличения определяется отноше-
нием (р0—0,57AfAc)/(p0—Mcis)).

V. ВЗАИМНОЕ ВЛИЯНИЕ КОМПОНЕНТОВ ГАЗОВОЙ СМЕСИ
ПРИ КОНДЕНСАЦИИ ИЗ ТУРБУЛЕНТНОГО ПОТОКА

В системах с массопереносом в многокомпонентных газовых смесях
(например, при конденсации, испарении или ректификации) также мо-
гут возникать конвективные потоки, индуцированные массообменом.
Такие потоки принято называть «стефановскими»2. При наличии стефа-
новских потоков существенно изменяется характер взаимодействия меж- '
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ду переносимыми компонентами газовых и паро-газовых смесей, так
как это взаимодействие может осуществляться через посредство поля
скоростей, модифицированного массообменом. Для иллюстрации этого
эффекта мы рассмотрим многокомпонентную газовую фазу с компонен-
тами, резко различающимися по своим молекулярным транспортным
свойствам. Поскольку перенос всех компонентов такой системы осущест-
вляется при идентичных гидродинамических условиях, то, получив ко-
личественную информацию о величине индивидуальных массовых пото-
ков, можно в принципе установить однозначную корреляцию между
эффективными коэффициентами массопереноса каждого из компонентов
смеси и молекулярными свойствами всех остальных компонентов. Та-
кая корреляция и является мерой взаимного влияния переносимых ве-
ществ 52.

Рассмотрим процесс конденсации одного компонента из полностью
развитого турбулентного потока трехкомпонентной идеальной газовой
смеси на поверхности плоской твердой стенки. Молекулярные свойства
конденсирующегося компонента будем обозначать индексом «1». Будем
считать, что скорость конденсации целиком контролируется сопротив-
лением газовой фазы. Кроме того, будем предполагать, что поверхность
пленки конденсата равнодоступна в отношении массопередачи и что
процесс межфазного массообмена протекает стационарно, т. е. что кон-
центрация каждого из компонентов газовой смеси на любом фиксиро-
ванном расстоянии от поверхности пленки не зависит от времени. При
этих условиях уравнение конвективного массопереноса для любого i-ro
компонента смеси будет иметь следующий вид:

/ - (и - MtDt р) + Mi (ν - V) ̂  = 0; i = 1, 2, 3. (61)
d χ \ dx j dx

Здесь jt—молекулярно-диффузионный поток t-ro компонента, М{—его
молекулярная масса, d—молярная концентрация, Dt = Dt(x) —коэффи-
циент турбулентной диффузии, υ = υ(χ) —усредненная по периоду тур-
булентных пульсаций скорость турбулентного потока, V — скорость по-
ступательного движения поверхности пленки конденсата относительно
твердой стенки, т. е. линейная скорость роста пленки конденсата. При
этом координата χ отсчитывается от поверхности пленки в сторону га-
зовой фазы.

Связь между потоками jt и градиентами концентраций ct в случае
идеальных смесей описывается известными уравнениями Стефана —
Максвелла. В частном случае, когда один из инертных, т. е. неконденси-
рующихся, компонентов смеси (например, компонент 3) присутствует в
избыточной концентрации и можно считать выполненными условия
Ci<Cc3 и с2<Сс3, прямое диффузионное взаимодействие между компонен-
тами 1 и 2, определяемое законами термодинамики необратимых про-
цессов, отсутствует. В этом случае для потоков /4 и /2 справедливы про-
стые выражения, соответствующие первому закону Фика:

h^-DnM^, k = -D23M2

d-^.
dx d x

Здесь .D13 и DZ3— коэффициенты взаимной молекулярной диффузии в со-
ответствующих бинарных смесях.

Будем в дальнейшем рассматривать упомянутый частный случай из-
бытка одного из инертных компонентов смеси и предполагать, что мас-
соперенос компонентов 1 и 2 происходит в турбулентном диффузионном
пограничном слое 0^x^.d, за пределами которого концентрации пере-
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носимых компонентов распределены однородно:
Α ί62>- - < 0 ) г2 = с^ при x > d . (62) .«

На поверхности пленки конденсата полный массовый поток конден-
сирующегося компонента должен быть равен скорости межфазного мас-
сообмена. Если последнюю обозначить через / и считать потоки, на-
правленные от поверхности пленки в сторону газовой фазы, положи-
тельными, то граничное условие для компонента 1 при х=0 будет иметь
вид:

-±-iis) + c[s)(v<s)-V)=-I, (63)
Mi.

где индекс «s» относится, как и прежде, к величинам на границе раз-
дела жидкость — газ. Аналогичным образом формулируется граничное
условие для инертного компонента 2:

-f/t> + 4V S ) -^) = 0. (64)

Скорость конвективного массопереноса, осуществляемого стефанов-
ским потоком, определяется приведенным выше выражением (4):

С учетом соотношений (63) и (64) получаем следующие граничные
условия для диффузионных потоков:

(66)

Заметим, что, согласно выражению (66), диффузионный поток инерт-
ного компонента на межфазной границе отличен от нуля. Физическая
причина этого факта состоит в существовании отличной от нуля нор-
мальной составляющей скорости движения центра масс газовой смеси
на межфазной границе: эта составляющая, в случае непроницаемости
поверхности пленки для инертного компонента, вызывает диффузию
этого компонента в сторону от поверхности.

Для анализа уравнений (61) необходимо уточнить форму зависимо-
сти Dt(x). Согласно общим теоретическим представлениям53 и имею-
щимся в литературе (см., например,54""58) экспериментальным данным
по· явлениям переноса в турбулентных потоках, интенсивность конвек-
тивного массопереноса, осуществляемого турбулентными пульсациями
поля скоростей, ослабевает с уменьшением расстояния от твердой меж-
фазной границы приблизительно по степенному закону с показателем
степени, заключенным в интервале от 3 до 4. В случае подвижных гра-
ниц раздела (жидкость — газ и жидкость — жидкость) эффект затуха-
ния турбулентных пульсаций выражен значительно слабее: роль стаби-
лизирующего фактора, способствующего затуханию, в этом случае игра-
ет межфазное поверхностное натяжение. Экспериментальные данные
H~S2 свидетельствуют о том, что уменьшение эффективного коэффициен-
та турбулентной диффузии с приближением к подвижной межфазной
границе, так же как и в случае твердой стенки, происходит по степен-
ному закону, но с меньшим показателем степени (приблизительно рав-
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ным двум). Принимая во внимание то обстоятельство36, что за предела-
ми вязкого гидродинамического подслоя толщины δ0 (в области х > б о ~
»V/M*, где и*—характеристическая скорость турбулентных пульсаций
в направлении, перпендикулярном к межфазной границе) должно вы-
полняться соотношение D,(x)~x, можно записать для Dt(x) следую-
щую интерполяционную формулу:

Dt(x)= ^ , (67)

где κ1; κ2 и η — эмпирические константы.
Оценка относительного вклада членов уравнения (61), ответствен-

ных за различные механизмы переноса, показывает, что в сло«, непо-
средственно прилегающем к поверхности пленки и имеющем толщину
δ,, определяемую соотношением

As = Α (δ;) = ί—ί , (68)
δΓ' + δ""1

турбулентный массоперенос не играет существенной роли, а скорость
конвективного переноса, осуществляемого усредненным полем скоро-
стей в направлении, перпендикулярном к поверхности пленки, может с
хорошей степенью точности быть аппроксимирована скоростью стефа-
новского потока (4). Таким образом, в· пределах области Ο ^ χ ^ δ ί у р а в -
нения массопереноса (61) могут быть существенно упрощены и пред-
ставлены в виде

dx

С учетом граничных условий (65) и (66) первый интеграл этих урав-
нений имеет вид /

dc; _ Mxl

d~x"~Mp^

где δϋ—символ Кронекера. Последующее интегрирование приводит к
выражению

Ci = — ρ(5)δά + 4 £ > ехр {— - ^ - \ ; i = l , 2 , (69)
Mi \ Pis)D13)

где /4i(i)—постоянные интегрирования.
В областях δ ί ^ χ ^ ύ ί молекулярная диффузия не играет роли, а кон-

вективный массоперенос осуществляется в основном турбулентными
пульсациями, поэтому уравнения переноса (61) могут быть аппроксими-
рованы следующим образом:

• У \ ' \ п · / ί ο

dx

С учетом формулы (68) и граничных условий (62) для областей
^<i получаются следующие профили концентраций:

Сг = с}·) + i i L jln (JL) 4- ̂  (-L- - _ i - jj , (70)

где Л,(1)—произвольные постоянные, которые могут быть найдены из
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условий гладкого смыкания профилей (69) и (70) при χ=δ(:

~] > (с»')в-о = (C(')fi+o· f

Простые расчеты дают следующий результат:

. (71).

Из выражений (69) и (71) может быть получена связь между ско-
ростью конденсации / н концентрацией конденсирующегося компонента
на поверхности пленки с/5' (для того чтобы шел процесс конденсации,
эта концентрация должна быть равна концентрации насыщения):

(72)-

При одинаковых молекулярных массах всех компонентов смеси и
при t)i=d (т. е. в рамках пленочной модели) формула (72) переходит
в известную формулу Стефана 2 для скорости конденсации в присутствии
неконденсирующихся газов.

Характер «гидродинамического» взаимодействия между компонента-
ми 1 и 2 можно проанализировать, сопоставив между собой поверхност-
ные (при JC=O) значения концентрации инертного компонента 2 при на-
личии и в отсутствие конденсации. Согласно формулам (69) и (71), по-
верхностная концентрация компонента 2 равна

1 + ^-\\

и резко возрастает с увеличением скорости конденсации (в отсутствие
конденсации, т. е. при 1=0, профиль концентраций с2(х) был бы пол-
ностью однородным). При этом, как следует из формул (72) и (73), дви-
жущая сила переноса компонента 2 от поверхности пленки в глубину
газовой фазы (пропорциональная разности с 2

( 8 )—с г

т) существенно за-
висит от молекулярных транспортных свойств конденсирующегося ком-
понента 1. Характер этой зависимости можно проанализировать на при-
мере конденсации этанола из паро-воздушной смеси, образующейся при
конвективной сушке одного из полимеров — карбоксиметилцеллюлозы.
В состав смеси в качестве основных компонентов входят этанол (С1

<0) =
= 0,1), кислород ( C 2

w = 0 , l ) , азот (С,<°»==0,8). Концентрации С,<°> вы-
ражены в мольных долях. Конденсация осуществляется на поверхности,
имеющей температуру 20° С. Этой температуре соответствует концентра-
ция насыщения Ci ( s ) = 0,058 при атмосферном давлении63.

Число Рейнольдса Re для потока паро-газовой смеси равно 104 при
средней линейной скорости ы о =Ю м/сек. Коэффициенты взаимной диф-
фузии компонентов смеси равны (м*/сек): Ζ)13=0,10·10~4; Ζ)23==0,15-10~4;
^12=0,10-10"4. Расчет скорости конденсации / и разностей c2

<s)—с2

<0)
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ТАБЛИЦА 3

Зависимость кинетических характеристик процесса переноса инертного компонента
от коэффициента молекулярной диффузии конденсирующегося компонента

D13

/·1(

4 S )

(с?

см^/сек
)4, кг-моль/м2-сек

103, кг-моль/м3

— с(

2

0))-103, кг-лшль/ж3

0,06
4,8

4,73

0,27

0
5

4

0

,08
,5

,77

,31

0
6

4

• 0

,10
,0

,80

,34

0,12
6,3

4,82

0,36

0,14
6,3

4,84

0,38

проводили по уравнениям (72) и (73) применительно к выбранной ре-
альной смеси и четырем гипотетическим смесям. Отличие последних от
реальной смеси состояло только в том, что коэффициенту D1 3 придава-
ли условные значения 0,06; 0,08; 0,12 и 0,14 см2/сек. Числа Шмидта во
всех случаях имели величину порядка единицы (от 1 до 2,5). Параметр
η при расчетах полагали равным 2.

В табл. 3 представлены рассчитанные значения скорости конденса-
ции /, концентрации c2

( s ) и движущей силы массопереноса c2

( s )—с2

( 0 ).
Как видно из табл. 3, разность с2

( 8 )—с2

( 0 ) возрастает с ростом вели-
чины коэффициента диффузии Dl3 приблизительно по линейному за-
кону.

VI. ЭЛЕКТРОВЫДЕЛЕНИЕ МЕТАЛЛОВ ИЗ КОНЦЕНТРИРОВАННЫХ
РАСТВОРОВ СОЛЕЙ

В практике катодного выделения металлов (в гальванотехнике, при
•разработке электрохимических преобразователей информации и т. п.)
часто бывает необходимо предсказать величину предельного диффузи-
онного тока по разряжающимся катионам металла. Кроме того, такой
расчет представляет интерес с точки зрения расшифровки механизма
электрохимического выделения металла: в этом случае должны быть со-
поставлены значения предельного тока, рассчитанные для предполагае-
мого механизма и измеренные в опытах. Аналогичный расчет необходим
также и для определения концентрационной зависимости коэффициента
диффузии при известном механизме электрохимической реакции.

При плотностях диффузионного тока, близких к предельной, локаль-
ные значения вязкости и плотности раствора, а также ионных коэффи-
циентов диффузии вблизи поверхности катода, в диффузионном погра-
ничном слое, соответствуют условиям ионного массопереноса в< беско-
нечно разбавленных растворах. По мере же удаления от поверхности
катода локальные коэффициенты переноса и физические свойства рас-
твора могут, особенно в концентрирован-ных растворах, существенно
отличаться от приэлектродных значений, что должно отражаться на про-
филях ионных концентраций и электрического потенциала вблизи элект-
рода, а также на величине предельного диффузионного тока.

В работе49 произведен численный расчет предельного тока для слу-
чая электрохимического осаждения меди из раствора сульфата меди с
учетом эмпирической концентрационной зависимости коэффициента
диффузии соли. В работе64 при теоретическом рассмотрении того же
процесса, но в нестационарных условиях, постулирована линейная зави-
симость коэффициента диффузии от концентрации. В результате прове-
денных вычислений оказалось, что теоретические приэлектродные про-
фили концентраций значительно лучше согласуются с эксперименталь-
ными профилями, найденными оптическим методом, чем зависимости,
описываемые известным уравнением Санда65.
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С целью вывода аналитической зависимости, которая позволяла бы
осуществлять более детальное сравнение теории с экспериментальными
данными и использовать такое уравнение для получения информации об
эффективных коэффициентах переноса в концентрированных растворах
электролитов, целесообразно рассмотреть задачу об ионном массопере-
носе к вращающемуся дисковому электроду (в этом случае задача име-
ет одномерную геометрию) с возможно более общей формой концентра-
ционной зависимости^ транспортных свойств раствора. Как показано в
работах66"65, на основании анализа имеющихся экспериментальных дан-
ных для вязкости ν, плотности ρ и коэффициента активности соли g мо-
гут быть постулированы следующие зависимости:

v'exp r ^ t e - ^ ) ] . Ρ = Ρ*«Ρ rjjto-

4
(74)

Здесь с2

( 0 )— объемная концентрация анионов соли, ct— локальная кон-
центрация катионов, индекс «s» относится к условиям на межфазной
границе, п, т и k — положительные эмпирические константы.

В работе 18 выведены уравнения и граничные условия, описывающие
перенос катионов вблизи поверхности вращающегося диска в условиях
растворения металла в концентрированном растворе собственной соли
(например, железа в растворе FeCl2). Задача о массопереносе катионов,
сопровождающем процесс катодного выделения металла из раствора
бинарного электролита, формулируется аналогичным образом, с той
лишь разницей, что при этом изменяется направление массового пото-
ка переносимых частиц67. Если обозначить через i плотность катодного
тока и считать, что г<0, то уравнение переноса катионов будет иметь вид

, _ y\dci__ д эф' (MiDi M*D*) _d_ / с и = °3φΛί3νΌΛ V® _d_ / eg dcx

'ay )ay fa—zJFD&t dy\p

(75)

Здесь υ — нормальная к поверхности диска составляющая скорости дви-
жения жидкости; у — безразмерное расстояние от поверхности диска,
отнесенное к эффективной толщине диффузионного пограничного слоя;
V — линейная скорость роста толщины осаждаемого слоя металла; с —
суммарная молярная концентрация раствора (индекс «3», как и прежде,
относится к молекулам растворителя); /), и D2—ионные коэффициенты
диффузии в бесконечно разбавленном растворе.

Граничные условия к этому уравнению таковы:

сг=—-^-40) при у = оо. (77)

Интегрирование уравнения (75) с граничными условиями (76), (77)
можно провести в аналитической форме методом разложения профиля
концентраций в ряд по степеням расстояния у. Дополнительное условие
Cj = O при г/—0 позволяет получить выражение для /предельного диффу-
зионного тока ίπρ. Это выражение имеет следующий вид66:

'пр — 'п-Х,

где гпр

(0)—величина предельного тока электрохимического выделения
металла, вычисленная без учета концентрационной зависимости физи-
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ческих свойств раствора:

L = /1 + [0,418m + 0,089n + 0,258/fe + 0,2815] -^-1 · Ά γ 3 , (79)

где

Коэффициент L определяется выражением

+ 0.28Ш -^1 ·

В = ] / — ( г ' ^-^> с » 0 ) (80)
' V 0 (Zi — Ζ2) ρ

Из уравнения (79) видно, что при m = n=k — 0 коэффициент L не
равен нулю, а вносит поправку к 4р

< 0 ), не зависящую от концентрацион-
ных изменений физических свойств раствора и возникшую в результате
более точного решения уравнения конвективной диффузии, с учетом чле-
нов, квадратичных по движущей силе ионного массопереноса.

В связи с тем, что одним из наиболее важных направлений в совре-
менной химической и электрохимической технологии является разработ-
ка теоретических основ явлений переноса, протекающих в сильно не-
равновесных системах с массовыми и тепловыми потоками, не являю-
щимися линейными функциями соответствующих движущих сил, при-
обретает несомненную актуальность строгая и последовательная мате-
матическая теория процессов интенсивного массообмена. На основании
примеров, рассмотренных в настоящем обзоре, можно составить пред-
ставление об областях науки и техники-, в- которых эффекты взаимодей-
ствия между процессами переноса массы и количества движения играют
наиболее существенную роль, и о величине этих эффектов. Кроме того,
приведенные примеры демонстрируют беспомощность и несостоятель-
ность традиционной теории конвективной диффузии, разработанной в
свое время для систем с малыми скоростями межфазного массообмена,,
при описании систем, в которых гидродинамические условия не являют-
ся внешним фактором, а устанавливаются под действием технологиче-
ского режима процесса массопередачи.
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